
Äâàäöàòûé Ïåðâûé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ

Ðåøåíèÿ Ëèãè ñòðàòåãèé.

1. Îòâåò: îäèí. Çàìåòèì, ÷òî ñîâñåì áåç êâàäðàòîâ 1 × 1 îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå è ïîñòàâèì â êëåòêàõ ñòîëáöîâ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè −1, à ñ ÷åòíûìè � +1. Îáùàÿ ñóììà áóäåò

ðàâíà 23, à ñóììà â êàæäîì êâàäðàòå 2× 2 è 3× 3 áóäåò äåëèòüñÿ íà 3 � ïðîòèâîðå÷èå.

Îäíîãî êâàäðàòà 1 × 1 äîñòàòî÷íî. Ïîìåñòèì åãî â öåíòð, îñòàòîê åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà 4 ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà 11× 12, êàæäûé èç êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü ðàçáèâàåòñÿ íà îäèí ïðÿìîóãîëüíèê 3× 12 è 4 ïðÿìî-

óãîëüíèêà 2× 12, à èõ óæå ëåãêî ðàçáèòü íà êâàäðàòû 3× 3 è 2× 2 ñîîòâåòñòâåííî.

2. Ïîëîæèì R = BF ∩AE. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìûå EA è EOx ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðè-

ñû óãëà BEX (ýòè ïðÿìûå ñîäåðæàò âûñîòó è äèàìåòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BEM). Çàïèøåì

ýòî êàê ∠REX = ∠OxEB (âîîáùå ãîâîðÿ, óãëû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü íàïðàâëåííûå). Èç âïèñàííîñòè èìååì

∠XBR = ∠REX = ∠OxEB = ∠OxBE. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà Ox èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíà R â òðåóãîëüíèêå

XBE. Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàÿ èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà XY Z, ïîëó÷àåì, ÷òî íàäî äî-
êàçàòü ñëåäóþùåå: ïðÿìûå XR è äâå àíàëîãè÷íûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Äîêàæåì, ÷òî ïîëþñà ýòèõ ïðÿìûõ

îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ABCDEF ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîëþñîì ïðÿìîé XR áóäåò òî÷êà AF ∩BE. Òàêèå
òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé â ñèëó òåîðåìû Ïàñêàëÿ äëÿ øåñòèóãîëüíèêà AFCBED.

3. Ïîëîæèì F (n, d) � êîëè÷åñòâî òàêèõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}, ÷òî ÍÎÄ âñåõ ýëå-

ìåíòîâ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà è ÷èñëà n ðàâåí d. Çàìåòèì, ÷òî F (n, d) = F (n/d) (áèåêöèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì
äåëåíèÿ âñåõ ÷èñåë íà d). Ïîýòîìó

2n − 1 =
∑
d|n

F (n, d) =
∑
d|n

F (n/d) =
∑
d|n

F (d).

4. Ñëó÷àé 1, |v| > 1.

|u1 − v|+ |u2 − v|+ . . .+ |un − v| > (u1 − v) · (−v)/|v|+ (u2 − v) · (−v)/|v|+ . . .+ (un − v) · (−v)/|v| =
= n|v| − v · (u1 + u2 + . . .+ un) = n|v| > n

Ñëó÷àé 2, |v| 6 1.

|u1 − v|+ |u2 − v|+ . . .+ |un − v| > (u1 − v) · u1
|u1|

+ (u2 − v) · u2
|u2|

+ . . .+ (un − v) · un
|un|

=

= |u1|+ |u2|+ . . .+ |un| − v ·
n∑

k=1

uk
|uk|

= n+

n∑
k=1

(|uk| − 1) + v ·
n∑

k=1

(
uk +

uk(1− |uk|)
|uk|

)
=

n+

n∑
k=1

(|uk| − 1)

(
1− v · uk

|uk|

)
> n

5. Ïóñòü CPQ � îáðàç òðåóãîëüíèêà CTA ïðè ïîâîðîòå íà π/3 ñ öåíòðîì â òî÷êå C (â òàêóþ ñòîðîíó, ÷òî

ïðàèâëüíûé òðåóãîëüíèê ACQ ëåæèò âíå ABC). Òîãäà òî÷êè B, T , P , Q ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, TP = TC,
PQ = AT èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ CTA è CPQ. Òàêèì îáðàçîì, TA + TB + TC = PQ + TP + TB = BQ.
Ïóñòü òåïåðü òî÷êà K òàêîâà, ÷òî M � ñåðåäèíà AK, òî åñòü ACKB � ïàðàëåëëîãðàìì. Òîãäà òðåóãîëüíèêè

ABK è BAQ ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó 2π/3 ìåæäó íèìè, òàê ÷òî 2AM = AK = BQ.

6. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî m. Ïðè÷åì áóäåì çàðàíåå ñ÷èòàòü, ÷òî m 6 N , ãäå N ôèêñèðîâàíî, a > 2
(äëÿ a = 1 î÷åâèäíî) è èñêàòü ðåøåíèå x > N − b.
Áàçà: äëÿ m = 1 ýòî î÷åâèäíî, ïðè÷åì x ìîæíî áðàòü ëþáûì.

Ïåðåõîä: Ïóñòü x = ay+b, òîãäà aa
y+b+b − ay+b = ay+b(aa

y+b−y − 1)
... m Ïóñòü m = m1 ·m2, ãäå m2 ñîäåðæèò âñå

ïðîñòûå äåëèòåëè êîòîðûå åñòü è â a òîæå, à m1 ýòî ïðîñòûå, êîòîðûõ â a íåò. Åñëè y+ b > N , òî î÷åâèäíî ay+b

äåëèòñÿ íà m2(ñòåïåíü âõîæäåíèÿ ëþáîãî ïðîñòîãî íå ìåíüøå ÷åì N , ÷òî áîëüøå ÷åì ìîæåò áûòü ó m2). Òåïåðü

åñëè ay+b − y
... ϕ(m1), òàêîå åñòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, òî aa

y+b+b − ay+b ... m. Ïðè÷åì åñëè y > N − b, òî
x > aN−b > 2N−b > N − b.

7. Çàìåòèì, ÷òî a(bc) = ab
c
= (ba)c = (bc)a. Ïóñòü bc = x, òîãäà xa = ax. Óòâåðæäåíèå: Åñëè xy = yx è x è

y íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî ëèáî x = y, ëèáî ýòî 2 è 4 â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Èç óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò îòâåòû:

(bc, b, c), (2, 4, 1), (2, 2, 2, ) è (4, 2, 1). Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ: Åñëè xy = yx, òî ñóùåñòâóåò òàêîå z, ÷òî
x = zp, y = zq (ëåãêî âèäåòü, ÷òî z = x

(x,y)

√
y, p = x

(x,y) , q = y
(x,y)) òî åñòü zp · q = zq · p, zp−q = p

q , îòêóäà èç

íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè ñëåäóåò òðåáóåìîå.

8. Äîêàæåì ñíà÷àëà äëÿ k = 2. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ðåáåð. Åñëè â ãðàôå åñòü öèêë, âûêèíåì åãî, ïîêðàñèì

îñòàâøååñÿ ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, à ðåáðà öèêëà � ÷åðåç îäèí (ýòî âîçìîæíî, âåäü öèêë ÷åòíûé).

Åñëè æå ãðàô åñòü äåðåâî, óäàëèì ðåáðî, âåäóùåå â âèñÿ÷óþ âåðøèíó, ïîêðàñèì îñòàëüíîå, à çàòåì ïîäáåðåì öâåò



ýòîãî ðåáðà. Ïóñòü òåïåðü k > 2. Íàçîâåì õàðàêòåðèñòèêîé ïîêðàñêè êîëè÷åñòâî ïàð îäíîöâåòíûõ ðåáåð ñ îáùèì

êîíöîì. Ïîêðàñèì ãðàô òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòèêà áûëà íàèìåíüøåé (ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó

êâàäðàòîâ âñåõ ñòåïåíåé âñåõ îäíîöâåòíûõ ãðàôîâ). Äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîêðàñêà ïîäîéäåò. Â ñàìîì äåëå, åñëè

äëÿ êàêîé-òî âåðøèíû êîëè÷åñòâà ðåáåð êàêèõ-òî äâóõ öâåòîâ îòëè÷àåòñÿ áîëüøå, ÷åì íà 1, Ðàññìîòðèì òîëüêî

ðåáðà ýòèõ äâóõ öâåòîâ è ïåðåêðàñèì èõ ñîãëàñíî ñëó÷àþ k = 2. Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïðè ýòîì ñòðîãî

óìåíüøèëàñü (â êàæäîé âåðøèíå êîëè÷åñòâî ïàð îäíîöâåòíûõ ðåáåð ñ êîíöîì â ýòîé âåðøèíå íå óâåëè÷èëîñü,

õîòÿ áû â îäíîé � ñòðîãî óìåíüøèëîñü).

9. Ïåðåïèøåì äàííîå íåðàâåíñòâî êàê (1− b2)(1− c2) > (a− bc)2. Èìååì

(1− b2n)(1− c2n) = (1− b2)(1− c2)(1 + b2 + (b2)2 + · · ·+ (bn−1)2)(1 + c2 + (c2)2 + · · ·+ (cn−1)2) >
> (1− b2)(1− c2)(1 + |bc|+ |b2c2|+ · · ·+ |bn−1cn−1|)2 >
(a− bc)2(an−1 + an−2bc+ · · ·+ (bc)n−1)2 = (an − (bc)n)2.

(ïåðâîå íåðàâåíñòâî åñòü íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òðåáóåìîìó.

10. Çàìåòèì ÷òî åñëè ïîäñòàâèòü x = y = −1, òî ìû ïîëó÷èì ÷òî f(p) = 0, äëÿ íåêîòîðîãî p. Ïîäñòàâèì â

èñõîäíîå óðàâíåíèå x = p − f(y), ïîëó÷èì f(y + f(p)) = p − f(y) + 2y + 3, îòêóäà f(y) = p+2y+3
2 , åñëè ïðèíÿòü

y = p ïîëó÷èì, ÷òî p = −1, îòêóäà f(y) = y + 1. Ôóíêöèÿ f(y) = y + 1 î÷åâèäíî ïîäõîäèò.
Ðåøåíèÿ Ëèãè òàêòèê.

2. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ∠BAC = ∠KMC ñëåäóåò, ÷òî ∠MAC = ∠MBA. Ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà óãëîâ
îçíà÷àþò, ÷òî AC ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îïèñàííûì îêðóæíîñòÿì òðåóãîëüíèêîâKMC è ABM . Ñëåäîâàòåëüíî,

AK ·AM = AC2 = CB ·CM = BM ·BC. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC.
Ðàâåíñòâî AK ·AM = BM ·BC îçíà÷àåò, ÷òî ñòåïåíè òî÷åê A è B îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè KMC ðàâíû. Òåì

ñàìûì îíè ðàâíîóäàëåíû îò öåíòðà ýòîé îêðóæíîñòè.

4. Íàïèøåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:
∑

|ui − v| > |
∑

(ui − v)| = |
∑

ui − nv| = | − nv| = n|v| > n · 1 = n.

5. Îáîçíà÷èì ∠B = 2β è ∠C = 2γ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü β < γ. Òîãäà ∠BAD > ∠CAD è,

ñëåäîâàòåëüíî sin∠BAD = BD
AB > CD

CA = sin∠CAD. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà E ëåæèò íà âûñîòå AD âûøå, ÷åì

òî÷êà F . Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè îòðàæåíèè òðåóãîëüíèêà CFD îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AD ïîëó÷èòñÿ

òðåóãîëüíèê, ëåæàùèé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABD. Òåì ñàìûì BE > CF , ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

6. Ïóñòü â íàøåì ÷èñëå n öèôð. Ïîñòàâèì íà ïîñëåäíèå 4 ìåñòà öèôðû 1, 3, 7, 9, à íà ïåðâûå n − 4 ìåñòà

ðàññòàâèì îñòàâøèåñÿ öèôðû êàê óãîäíî. Ïîêàæåì, ÷òî, ïåðåñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå 4 öèôðû, ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé

îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 7. ×èñëà 1793, 3719, 1739, 1397, 1937, 1973 è 1379 äàþò âñå îòñòàòêè ïî ìîäóëþ 7 � îò 0 äî

6. Ïîýòîìó åñëè èñõîäíîå ÷èñëî èìååò âèä A1379, è ÷èñëî A0000 ïðè äåëåíèè íà 7 äàåò îñòàòîê r, òî ïåðåñòàâèâ
öèôðô 1, 3, 7, 9 òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî äàâàëî îñòàòîê 7− r, ìû ðåøèì çàäà÷ó.

9. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ a, b âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a3b+ab3 6 a4+b4 (âûòåêàþùåå èç íåðàâåíñòâà

(a3 − b3)(a − b) > 0), îòêóäà äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b ïîëó÷àåì a2+b2

a4+b4
6 1

ab = c. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ abc = 1. Ñêëàäûâàÿ òðè òàêèõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.


